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Modelo de Risco individual Modelo de Risco coletivo

Xi Independentes Xi Independentes e identicamente 

distribuídas

𝑆𝑖𝑛𝑑 =

𝑖=1

𝑛

𝑋𝑖 =

𝑖=1

𝑛

𝛣𝑖𝐼𝑖 𝑆𝑐𝑜𝑙 =

𝑖=1

𝑁

𝑋𝑖

𝐸 𝑆𝑖𝑛𝑑 = 𝐸 

𝑖=1

𝑛

𝑋𝑖 =

𝑖=1

𝑛

𝐸(𝑋𝑖) 𝐸 𝑆𝑐𝑜𝑙 = 𝐸 

𝑖=1

𝑁

𝑋𝑖

𝑆𝑖𝑛𝑑, 𝑋𝑖 , 𝛣𝑖 , 𝐼𝑖 𝑆𝑐𝑜𝑙 , 𝑋𝑖 , 𝑁

𝐸 𝑆𝑖𝑛𝑑 =

𝑖=1

𝑛

𝑞𝑖𝐸 𝐵𝑖

𝐸 𝑆𝑐𝑜𝑙 = 𝐸 𝑋 𝐸(𝑁)

𝑣𝑎𝑟 𝑆𝑖𝑛𝑑 =

𝑖=1

𝑛

𝑣𝑎𝑟 𝐵𝑖 𝑞𝑖 +

𝑖=1

𝑛

𝐸 𝐵𝑖
2 𝑣𝑎𝑟 𝐼𝑖

𝑣𝑎𝑟 𝑆𝑐𝑜𝑙 = 𝐸 𝑋 2𝑣𝑎𝑟 𝑁 + 𝐸 𝑁 𝑣𝑎𝑟(𝑋)



 O método da convolução a partir da distribuição de 𝑋 e 𝑁

– Um método interativo por vezes se tornar bastante
penoso, exigindo elevado custo computacional,

 Método da função geradora de momentos.

– Requer o conhecimento prévio das funções geradoras de
momentos dos riscos envolvidos como o método da função
geradora de momentos.

Modelos de risco Coletivo -Distribuição de 𝑺𝒄𝒐𝒍



Uma alternativa a utilização do método da convolução está
relacionada com a função geradora de momentos.

Dado

𝑀𝑋 𝑡 = 𝐸 𝑒𝑡𝑋 𝑀𝑁 𝑡 = 𝐸 𝑒𝑡𝑁

Tem-se que:

𝑀𝑆𝑐𝑜𝑙 𝑡 = 𝑀𝑁 𝑙𝑛𝑀𝑋 𝑡

Modelos de risco Coletivo-Pelo método da Função Geradora de Momentos



Demonstração:

𝑀𝑆𝑐𝑜𝑙 𝑡 = 𝐸 𝑒𝑡𝑆𝑐𝑜𝑙 = 𝐸 𝐸 𝑒𝑡𝑆𝑐𝑜𝑙|𝑁

𝐸 𝐸 𝑒𝑡𝑆𝑐𝑜𝑙|𝑁 = 𝐸 𝐸 𝑒𝑡 𝑋1+𝑋2+⋯𝑋𝑁 = 𝐸 𝐸 𝑒𝑡𝑋1𝑒𝑡𝑋2 …𝑒𝑡𝑋𝑁

𝐸 𝐸 𝑒𝑡𝑆𝑐𝑜𝑙|𝑁 = 𝐸 ෑ

𝑖=1

𝑁

𝐸 𝑒𝑡𝑋𝑖

Como Xis são independentes e identicamente distribuídos. Tem-se:

𝐸 𝐸 𝑒𝑡𝑆𝑐𝑜𝑙|𝑁 = 𝐸 ෑ

𝑖=1

𝑁

𝐸 𝑒𝑡𝑋𝑖 = 𝐸 𝑀𝑋 𝑡 𝑁



Demonstração:

𝑀𝑆𝑐𝑜𝑙 𝑡 = 𝐸 𝑒𝑡𝑆𝑐𝑜𝑙 = 𝐸 𝐸 𝑒𝑡𝑆𝑐𝑜𝑙|𝑁 = 𝐸 ෑ

𝑖=1

𝑁

𝐸 𝑒𝑡𝑋𝑖 = 𝐸 𝑀𝑋 𝑡 𝑁

Logo  
𝑀𝑆𝑐𝑜𝑙 𝑡 = 𝐸 𝑒𝑙𝑛 𝑀𝑋(𝑡)

𝑁
= 𝐸 𝑒𝑁 𝑙𝑛 𝑀𝑋(𝑡)

𝑀𝑆𝑐𝑜𝑙 𝑡 = 𝑀𝑁 𝑙𝑛𝑀𝑋 𝑡



EXEMPLO 1:Calcule 𝐸 𝑆𝑐𝑜𝑙 por meio de 𝑀𝑆𝑐𝑜𝑙 𝑡 , dado que 𝑋 ∼ 𝐸𝑥𝑝 𝛼

e 𝑁 ∼ 𝑃𝑜 𝜆 .

Se 𝑁~𝑃𝑜(𝜆), então

𝑀𝑁 𝑡 = 𝐸 𝑒𝑡𝑁 = 𝑒𝜆 𝑒𝑡−1

Se 𝑋~𝐸𝑥𝑝(𝛼), então:

𝑀𝑋 𝑡 = 𝐸 𝑒𝑡𝑋 =
𝛼

𝛼 − 𝑡



𝑀𝑁(𝑡) = 𝑒𝜆 𝑒𝑡−1 𝑀𝑋 𝑡 =
𝛼

𝛼−𝑡

Como 𝑀𝑆𝑐𝑜𝑙 𝑡 = 𝑀𝑁 𝑙𝑛 𝑀𝑋 𝑡 , então:

𝑀𝑆𝑐𝑜𝑙 𝑡 = 𝑒𝜆 𝑒
𝑙𝑛

𝛼
𝛼−𝑡 −1 = 𝑒

𝜆
𝛼

𝛼−𝑡
−1

𝑀𝑆𝑐𝑜𝑙
′ 𝑡 =

𝑑𝑀𝑠𝑐𝑜𝑙(𝑡)

𝑑𝑡
=

𝜆𝛼

𝛼 − 𝑡 2
𝑒
𝜆𝛼
𝛼−𝑡−𝜆

𝑀𝑆𝑐𝑜𝑙
′ 0 = 𝐸 𝑆𝑐𝑜𝑙 =

𝜆𝛼

𝛼 − 0 2
𝑒
𝜆𝛼
𝛼−0−𝜆 =

𝜆

𝛼



EXEMPLO 2: Seja 𝑁 com distribuição 𝐵 𝑛, 𝑞 . Determine uma expressão para

a função geradora de momentos de 𝑆𝑐𝑜𝑙 em função de 𝑛, 𝑞 e da função da
geradora de momentos de 𝑋.

𝑀𝑁 𝑡 = 𝑞𝑒𝑡 + 1 − 𝑞 𝑛



𝑀𝑆𝑐𝑜𝑙 𝑡 = 𝑀𝑁 𝑙𝑛 𝑀𝑋 𝑡 𝑀𝑁 𝑡 = 𝑞𝑒𝑡 + 1 − 𝑞 𝑛

Assim:

𝑀𝑆𝑐𝑜𝑙 𝑡 = 𝑞𝑒𝑙𝑛 𝑀𝑋 𝑡 + 1 − 𝑞
𝑛

𝑀𝑆𝑐𝑜𝑙 𝑡 = 𝑞𝑀𝑋 𝑡 + 1 − 𝑞 𝑛



EXEMPLO 3: Suponha uma carteira de apólices de seguros de automóvel.
Assuma que a severidade bruta do sinistro (sem dedução da franquia)
obedece a uma distribuição 𝐺𝑎𝑚𝑎 𝑟, 𝛼 . Determine a função geradora de
momentos de momentos do total agregado de sinistros 𝑆𝑐𝑜𝑙, dessa carteira dado
que o número de ocorrências 𝑁 obedeça a uma distribuição 𝐵(𝑛, 𝑞). Obtenha o
primeiro momento de 𝑆𝑐𝑜𝑙 .

𝑀𝑁 𝑡 = 𝑞𝑒𝑡 + 1 − 𝑞 𝑛 𝑀𝑋 𝑡 =
𝛼

𝛼−𝑡

𝑟



Assim:

𝑀𝑁 𝑡 = 𝑞𝑒𝑡 + 1 − 𝑞 𝑛 𝑀𝑋 𝑡 =
𝛼

𝛼−𝑡

𝑟

𝑀𝑆𝑐𝑜𝑙 𝑡 = 𝑞𝑀𝑋 𝑡 + 1 − 𝑞 𝑛

𝑀𝑆𝑐𝑜𝑙 𝑡 = 𝑞
𝛼

𝛼−𝑡

𝑟
+ 1 − 𝑞

𝑛



Assim:

𝑀𝑆𝑐𝑜𝑙 𝑡 = 𝑞
𝛼

𝛼 − 𝑡

𝑟

+ 1 − 𝑞

𝑛

𝑀𝑆𝑐𝑜𝑙
′ 𝑡 = 𝑛 𝑞

𝛼

𝛼 − 𝑡

𝑟

+ 1 − 𝑞

𝑛−1

𝑞𝛼𝑟 −𝑟 𝛼 − 𝑡 −𝑟−1 −1

𝑀𝑆𝑐𝑜𝑙
′ 𝑡 = 𝑛 𝑞

𝛼

𝛼 − 𝑡

𝑟

+ 1 − 𝑞

𝑛−1
𝑟𝑞𝛼𝑟

𝛼 − 𝑡 𝑟+1

𝑀𝑆𝑐𝑜𝑙
′ 0 = 𝑛 𝑞

𝛼

𝛼 − 0

𝑟

+ 1 − 𝑞

𝑛−1
𝑟𝑞𝛼𝑟

𝛼 − 0 𝑟+1

𝐸 𝑆𝑐𝑜𝑙 = 𝑛 𝑞 + 1 − 𝑞 𝑛−1
𝑟𝑞

𝛼
=
𝑛𝑞𝑟

𝛼



𝐸 𝑆𝑐𝑜𝑙 = 𝑀′𝑆𝑐𝑜𝑙 0

𝑀′𝑆𝑐𝑜𝑙 𝑡 =
𝑑𝑀𝑆𝑐𝑜𝑙 𝑡

𝑑𝑡
= 𝑀′

𝑁 𝑙𝑛 𝑀𝑋 𝑡
𝑀′𝑋 𝑡

𝑀𝑋 𝑡

𝐸 𝑆𝑐𝑜𝑙 = 𝑀′𝑆𝑐𝑜𝑙 0 = 𝑀′
𝑁 0 𝑀′𝑋 0 = 𝐸 𝑁 𝐸(𝑋)

𝐸 𝑆𝑐𝑜𝑙 = 𝐸 𝑁 𝐸 𝑋

Modelos de risco Coletivo (Resultados importantes)



𝑣𝑎𝑟 𝑆𝑐𝑜𝑙 = 𝐸 𝑆𝑐𝑜𝑙
2 − 𝐸 𝑆𝑐𝑜𝑙

2

𝑑𝑀𝑆𝑐𝑜𝑙 𝑡

𝑑𝑡
= 𝑀′

𝑁 𝑙𝑛 𝑀𝑋 𝑡
𝑀′𝑋 𝑡

𝑀𝑋 𝑡

𝑑2𝑀𝑆𝑐𝑜𝑙 𝑡

𝑑𝑡2
= 𝑀′′

𝑁 𝑙𝑛 𝑀𝑋 𝑡
𝑀′

𝑋 𝑡

𝑀𝑋 𝑡

𝑀′
𝑋 𝑡

𝑀𝑋 𝑡
+𝑀′

𝑁 𝑙𝑛 𝑀𝑋 𝑡
𝑀′′

𝑋 𝑡 𝑀 𝑋 𝑡 − 𝑀′
𝑋 𝑡 𝑀′

𝑋 𝑡

𝑀𝑋 𝑡 2

𝑀"𝑆𝑐𝑜𝑙 0 = 𝑀′′
𝑁 𝑙𝑛 𝑀𝑋 0

𝑀′
𝑋 0

𝑀𝑋 0

𝑀′
𝑋 0

𝑀𝑋 0
+𝑀′

𝑁 𝑙𝑛 𝑀𝑋 0
𝑀′′

𝑋 0 𝑀 𝑋 0 − 𝑀′
𝑋 0 𝑀′

𝑋 0

𝑀𝑋 0 2

𝑀"𝑆𝑐𝑜𝑙 0 = 𝑀′′
𝑁 0 𝑀′

𝑋 0 𝑀′
𝑋 0 +𝑀′

𝑁 0 𝑀′′
𝑋 0 − 𝑀′

𝑋 0 2

𝑬 𝑺𝒄𝒐𝒍
𝟐 = 𝑬 𝑵𝟐 𝑬 𝑿 𝟐 + 𝑬 𝑵 𝒗𝒂𝒓 𝑿

Modelos de risco Coletivo (Resultados importantes)



𝑣𝑎𝑟 𝑆𝑐𝑜𝑙 = 𝐸 𝑆𝑐𝑜𝑙
2 − 𝐸 𝑆𝑐𝑜𝑙

2

𝑣𝑎𝑟 𝑆𝑐𝑜𝑙 = 𝐸 𝑁2 𝐸 𝑋
2
+ 𝐸 𝑁 𝑣𝑎𝑟 𝑋 − 𝐸 𝑁 2𝐸 𝑋 2

𝑣𝑎𝑟 𝑆𝑐𝑜𝑙 = 𝐸 𝑋 2 𝐸 𝑁2 − 𝐸 𝑁 2 + 𝐸 𝑁 𝑣𝑎𝑟 𝑋

𝒗𝒂𝒓 𝑺𝒄𝒐𝒍 = 𝑬 𝑿 𝟐 𝒗𝒂𝒓(𝑵) + 𝑬 𝑵 𝒗𝒂𝒓 𝑿

Modelos de risco Coletivo (Resultados importantes)



Modelo de Risco individual Modelo de Risco coletivo

Xi Independentes Xi Independentes e identicamente 

distribuídas

𝑆𝑖𝑛𝑑 =

𝑖=1

𝑛

𝑋𝑖 =

𝑖=1

𝑛

𝛣𝑖𝐼𝑖 𝑆𝑐𝑜𝑙 =

𝑖=1

𝑁

𝑋𝑖

𝐸 𝑆𝑖𝑛𝑑 = 𝐸 

𝑖=1

𝑛

𝑋𝑖 =

𝑖=1

𝑛

𝐸(𝑋𝑖) 𝐸 𝑆𝑐𝑜𝑙 = 𝐸 

𝑖=1

𝑁

𝑋𝑖

𝑆𝑖𝑛𝑑, 𝑋𝑖 , 𝛣𝑖 , 𝐼𝑖 𝑆𝑐𝑜𝑙 , 𝑋𝑖 , 𝑁

𝐸 𝑆𝑖𝑛𝑑 =

𝑖=1

𝑛

𝑞𝑖𝐸 𝐵𝑖

𝐸 𝑆𝑐𝑜𝑙 = 𝐸 𝑋 𝐸(𝑁)

𝑣𝑎𝑟 𝑆𝑖𝑛𝑑 =

𝑖=1

𝑛

𝑣𝑎𝑟 𝐵𝑖 𝑞𝑖 +

𝑖=1

𝑛

𝐸 𝐵𝑖
2 𝑣𝑎𝑟 𝐼𝑖

𝑣𝑎𝑟 𝑆𝑐𝑜𝑙 = 𝐸 𝑋 2𝑣𝑎𝑟 𝑁 + 𝐸 𝑁 𝑣𝑎𝑟(𝑋)

𝑀𝑆𝑖𝑛𝑑 𝑡 =ෑ

𝑖=1

𝑛

𝑀𝑋𝑖(𝑡)

𝑀𝑆𝑐𝑜𝑙 𝑡 = 𝑀𝑁 ln 𝑀𝑋 𝑡
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